










ラ ン ダム タイ リン グの エ ン トロ ピー
教 養 部 川村 光(豊 中5233)
まず次のようなパズルの問題 を考えていただきたい。今、平面 を正3角 形 と正:方形で隙間無 く覆い尽
くす とす る。正3角 形、あるいは正方形ばかりを使 って覆えば良 く知 られた3角 格子、正方格子が得 ら
れるが、 この2つ を適当な割合で混ぜ ると一般には非常にラソダムなタイル張 ワ模様が得 られる(図1)。
問題とい うのは この ようなタイル張 りの可能な仕方は全部で どの くらいあるだろうかとい うことである。
無限に広い平面 の場合はもちろん無限にあるのであるが、いまタイル張 りで出来 る頂点(ヴ ァーテ ック
ス)の 総数 をNと したときヴァーテ ックス当 りのエソ トロピーε。=1imIn曜1>はい くらだろうかと言
聾 →qo
い直すこともで きる。 さらに最 も高いエ ソ トロピーを持つ ような状態、言い替えれば最 もランダムな状
態では正3角 形 と正方形の数の比は一体い くらになるであろうか?
今から10年ほど前、筆者 はある事情か らこのパズルに頭をひねっていた。 というのは図1の ようなラ
ソダムなタイル張 りはその ヴァーテ ックス位置 に原子があると思えば最近接原子 までのボソ ドの長 さが
全て等 しいとい う意味で近距離秩序を持 ちまた並進対称性が無いとい う意味では長距離秩序を持たない
のでアモルファスない しは液体 の簡単 な構造モデルになるのではないかと考えたためである。色々ひっ
くり返 した挙げ句 このタイル張 りの問題が規則格子上の多体のボソ ド希釈(bonddilution)の問題に
帰着 されることを見つけ、結晶統計 の手法 としてよ く知 られた伝送行列法 を使 ってタイ リソグの幅方向
のボ ソドの数がL個 である様なL× 。。の半無限系の問題 をゐ=6ま で コソピュー ターを使 って厳密 に解




ここまでは個 々の3角 と4角 の出現確率は等
しい、即ち可能なタイ リソグのパターソは全て
同 じ重みで実現す ると暗黙 に仮定 してきたが、
3角 と4角 に異 なっ・た統計的重み(Boltzmann
weight)を与 えたモデルを考 えることも可能
である。物理的には これは圧力や温度のよ うな








チャに混 ざった図1の ようなラソダムな状態へと不連続に転移す ることが判 った。当時筆者は これを結
晶相と液相の間の融解(melting)と解釈 し論文を1つ 書 いてこれ らの結果を発表 した。1>
ラソダムタイ リング状態を液体 もしくはアモルファスと解釈 して論文 を書いた訳であるが(そ うでも
しないと物理の論文にはな らないであろ うが)、実 は当時か ら1つ 気 になっていたことがあ った。図1
を眺めていただければす ぐ判 るのであるが1つ のヴァーテ ックスか らお隣の ヴァーテ ックスへのボソ ド
の取 り得 る向きが全 く任意ではな く30。の整数倍に量子化 されてい るのである。液体やアモルファス状
態 には明らかにそのような規則性は無 いか ら、液体や アモル ファスのモデル として考えるとこれは少々
困 った ことであった。少な くとも当時筆者はそ う思ったので この点については論文の中であえて触れる
ことを避けた!た だ色々考えてはみたわけで、特 に図1の ようなラソダムタイ リソグ状態か らどのよう
な回折パ ター ソが得 られるかに興味を持 った。 これを計算す るには ヴァーテ ヅクス位置 の相関関数を計
算:する必要があるがこれはエ ソ トロピー等よ り、も難 しく残念なが ら計算できなか った。それでも多分12
回対称の回折 パターソが現れるであろ うと予測 し、計算できないな ら トラソスペア レソシーの上にで も
ランダムタイ リソグのパター ソを描 きレーザー光 を当てて直接回折 パターソを見 る`実 験"を してやれ
ばいいのではないかと考 えた りもした。ただ し結局実際にはやらなかった。今思い出すとおか しいのは
全 く並進対称性の無いモデルを扱 い、結晶学の定理 からは許 されないはずの12回対称の回折 パターソを
予想 しながら何の不思議の念 も起 こさなかうた点で、猫に小判だ ったのかあ るいは勉強不足のため積年
の結晶学の呪縛か ら自由であったのか。 もう賢明な読者の皆様 にはお察 しの ことと思 うが実は図1の ラ
ソダム タイ リソ グは12回対称 の正真 正銘 の準結 晶(quasicrystal)なので あ る!筆 者 の論 文 は
Sechtmanらのアル ミニウムーマソガ ソ合金におけ る10回対称 の準結晶の実験的発見の有名な1984年の
論文2)の前年であ り、論文を書 いているときはまさかそんなことになろうとは知 る由もなかったのであ
るが。
Sechtmanらの仕事 が出た後の学会の大騒ぎは記憶に新 しい。当然 のことなが ら我が3角4角 タイ リ
ソグもこの所謂"準 結晶羽 とい うやつであろ うと当時の筆者 も考 えたのであるが、あまりこの線を追求
することは しなかった。1つ には当初に実験的に見つかった準結 晶が12回対称ではな く10回対称のもの
であった こと、さらにその当時は(そ しておそ らく今 も)準 結晶の理論的モデル としては所謂ペ ソロー
ズタイル張 りが熱 狂的に持てはやされてお り3)ラソダムタイ リソグの出 る幕などとて もな さそ うであ っ
たことによる。ペソロースタイル張 りは所謂周期性を持つ決定論的なタイル張 りで ラソダムタイ リソグ
とは異な りそのエソ トロピーは0で ある。いずれにせ よ、はや りの問題を手掛けるのをあまり好 まない
という個人的性格 もあって この後筆者は全 く別のテーマにのめ りこんで行き準結晶の話題は きれいさっ
ぱ りと忘れていた。
とそんなある日図書室で何気な く雑誌をめ くっていた筆者の 目に1つ の論文が飛び込んで きた。4)それ
は"ア モル ファス"のNi-Crに関する実験的論文でその中には12回対称 のきれいな回折 パターソと電顕
写真が載 っていた。電顕写真自体は何が何やら良 く判 らなかったがその下に付けられたスケッチには3
角と4角 のラソダムなタイ リング模様がは っきりと描 かれていた。ああやっぱ りと思 うと同時に、軽い
ショックのため雑誌を手に したまま しばら くその場に立ち尽 くしていた ような気がす る。 これは まぎれ
もなく12回対称 のラソダムタイ リソグでないか、お前はこんな所 に潜 んでいたのか!筆 者 にとっては こ
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'れはちょっと した個人的体験であ ったが、学界のmainstreamの方はこの時点で もペソローズ タイル張
り一色であった。 しか し実 は実験事実のみに着 目す る限 りラソダムタイ リソグモデルを否定す る根拠 は
当時から何 も無 かったのである。実際 かな り早 い時期にElserは既に準結 晶に対応す るシャープなブラッ
グ点 はラソダムネスがあっ』て も存在で きることを理論的に示 していた5)(これはある意味では大変驚 く
べきことであ る)。ともあれ一時 シ ョックの後筆者はまた別の問題へ と戻 って行 き、また しば しの時が
流れた。
ところで この話にはまだ先がある。ペソロー ズタイル張 り一色であった学界 にあって最近になって ラ
ンダムタイ リソグモデルが勃興 してきたのである。6の即ち準結晶の構造は準周期的なペソロースタイル
張 りで与 えられ るようなものではな くラソダム タイ リソグこそが正 しい構造モデルであるとす る立場で
ある。 しかも自然界における準結晶はラソダムタ.イリングに伴 うエ ソ トロピーの効果で結晶に比 して真
に安定な相 として存在す る、即ちラソダムネス特にそれに伴 うエソ トロピーこそが準結晶状態 を安定化
す る本質的要因であるとする立場である。 これは今 まで準結晶の標準理論た る観を呈 していたペンロー
ズタイル張 りに基づ く立場 とは明らか1に全 く異なった理論 であ り、 しか も準結晶状態に対応す る回折の
ブラヅグ強度が温度の減少と共に減少す るとい う最近の驚 くべき実験結果等に より次第に実験的支持を
得つつあ るようである。8)
さてこ うなって くると筆者 のoldfavoriteも俄然新 しい意味を帯びて くる。 ラソダムタイ リソグに伴
うエ ソ トロピーや結晶相 との間での安定性 ・相転移 といった以前扱った問題が実は準結晶状態の根幹に
関わ る問題であった ということになるわけであ るから。そ うい う事情で最近久 しぶ りに(10年ぶ りに)
3角4角 のタイ リソグの問題 を再解析 してみた。9)やった ことは以前と同 じであるが幸い この10年間で大
形計算機 のメモ リー能力が大幅に向上 したため 乙=9迄 の大 きさの系が扱 えるようになった。その程度
なら以前 とあまり大 した違 いはないではないか と思われるかもしれないが、実は この位の大きさ迄来る
と有限サイズ効果が システ ィマティックに扱え るため五→・。への外挿がかな り正確 に行えるとい う大 き
な利点がある。(ちなみにゐ=9の 計算に必要 な伝送行列 のサイズは183696×183696である。)図2に
五→ 。。の極限で無根系のエ ソ トロピーS。。に共 に一致す ることが分か ってい る2種 類 の量 のサイズ依存
性を示 した。 この解析か ら無限系のエソ トロピーとしてS..=0.119±0.001を得た。 また同様 の解析か
ら最 もラソダムな状態での4角 と3角 の数 の比
7。として7。。=0.433±0.001を得た。後者 の量
についてはLeUIlgらが高次元空間か らの射影
とい うア クロバティックな手法 に基 づき厳密に
7..=畜/4=0.433012…で昏まないか と議論 して
いるが、1。)この値 と非常に良 く一致す る。 また
前者の量 については厳密な値は知 られていない
が最近Oxborrowらがモ ンテカルロシ ミュ レー
シ ョソに よりS。。=0.116±0.006を得て お り11)
筆者の得た値 との一致は満足すべきものである。













図2L× 。。の 半 無 限 系 に対 す る2種 類 の エ
ン トロ ピ ー 。 図 中 の 曲 線 は5くL〈9
で の2次 曲 線 で の フ ィ ヅ ト。
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問題については一応 これで解決であろ う。ただ し、準結晶の構造 モデルとして ラソダムタイ リソグは本
当に正 しいのか?ま た もしそ うであれば結晶相に対 して準結晶相 が熱的 に安定化 され る条件は何 か?と
いった物理的に真に重要 な問題はまだ これか らであ り、その際3角4角 の ランダムタイ リソグモデルが
一役果たす場面 もあるかもしれない。
話は大体 これでお しまいであるが、最後に筆者の昔の論文 について触れ ることをお許 し頂 きたい。.今
見てみ るとこの仕事は"実 質的に"準 結晶のエソ トロピーや結晶相 と比 してのその熱的安定性の問題 を
理論的 に扱 った最初の仕事であった ξ思 う。 また筆者がこの論文 で導入 した伝送行列法はその後の ラソ
ダムタイ リソグモデルの理論的解析に しば しば用いられた。 しか しながら大変残念な ことにそのような
論文の中で さえ筆者の仕事が引用 され ることは希である。筆者の論文がSechtmann以前であ り準結晶
と言 う言葉や問題意識があらわに出ていないことが最:大の原因であろうが、まあち ょっと悔 しい気がす
ることもある。 しか し科学の歴史 と言 うのは大小のその手の話で満ちてい るのであろう。それでもこの
筆者の01dfavoriteは幾多 の貴重 な教えをもた らして くれた。10年前3角 と4角 のオモチャをいじくり
回 していた青二才は確実 に10年分年を取 り、そ してその過程で 自然の持つ奥深 さの一端 を少 しだけ垣間
見 ることが出来た。今でも街のアーケー ドやホテルの ロビー等で時に3角 と4角 のタイル張 り模様に出
くわす と、筆者の胸には一瞬怪 しく トキメクものが走 るのである。
参 考 文 献
(1)H.Kawamura:Pr6g.Theo霊.Phys.70(1983)352.
(2)D.Sechtman,IBlech,D.GratiasandJ.W.Cahn,Phys.Lett.53(1984)1951.
(3)た と え ばD.LevineandP.J.Steinhardt,Phys.Rev.Lett.53(1984)2477.
(4)T.Ishimasa,H-UNissenandY.Fukano,Phys。Rev.Lett.55(1985)511.
(5)V.Elser,Phys,Rev.Lett.55(1985)1730。
(6)C.L.Henley,in伽5∫(アy5ず α1∫απ4加o窺 吻6欝 螺 α'6S'欄 赫65勿0α 畷 θ郷 θ4ル 勉 惚(World
Scienti丘c,1989).
(7)M.Widom,inPγ ㏄6θ伽g30∫ 〃昭 ∠4〃ゴα伽1～ θs卿c乃 α 燗忽6螂o伽 伽s伽ys'α1s,editedby
M.V.JaricandS.Lundquist(WorldScientific,1989).
(8)P.A.Bancel,Phys.Rev.Lett.63(1989)2741.
(9)H.Kawamura二PhysicaA177(1991)73..
(1ΦP.W.Leung,C.L.HenleyandG.V.Chester,Phys。Rev.B39(1989)446.
(11)』M。OxborrowandC.L.Henley,私 信.
一4一
